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Аннотация. В данной статье анализируется применение 

модели Эйлера-Лагранжа для оценки последствий сложных 

аэродинамических взаимодействий в системе двухфазных потоков 

газ-твердое тело. Подход Эйлера-Лагранжа позволяет 

моделировать газовую фазу как сплошную среду, а частицы 

твердого тела — как объекты, движущиеся по дискретным 

траекториям. В статье подробно рассматриваются различные 

аэродинамические силы, воздействующие на частицы, в частности, 

силы сопротивления, подъемные силы, силы виртуальной массы и 

Бассе, а также взаимные столкновения частиц и их влияние на 

турбулентность газовой фазы. Анализируются возможности, 

ограничения и результаты применение модели с использованием 

результатов мировых исследований и современных методов 

численного моделирования (CFD). Предложенный анализ 

демонстрирует эффективность модели Эйлера-Лагранжа в 

оптимизации промышленных процессов и решении экологических 

проблем. 

Ключевые слова: модель Эйлера-Лагранжа, поток газ-твердое 

тело, аэродинамические взаимодействия, современное численное 
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моделирование, сила драга (сопротивления), моделирование 

турбулентности, валидация. 

Введение 

Двухфазные потоки газ-твердое тело являются широко 

распространенным явлением в природе и промышленности. 

Примерами таких систем могут служить песчаные бури, 

вулканические извержения, порошковая металлургия, химические 

реакторы (например, псевдоожиженные слои), производство энергии 

(сжигание угля) и загрязнение окружающей среды. Для 

эффективного управления, проектирования и оптимизации этих 

процессов необходимо понимание сложных механических и 

термических взаимодействий между газовой и твердой фазами [1, 2]. 

В последние десятилетия развитие методов вычислительной 

гидродинамики сделало возможным численное моделирование этих 

сложных потоков. Среди существующих подходов модель Эйлера-

Лагранжа выделяется своей точностью и гибкостью для систем с 

относительно низкой объемной концентрацией частиц (разбавленные 

потоки) [3]. Эта модель описывает газовую фазу с помощью подхода 

Эйлера (уравнения Навье-Стокса), а частицы твердого тела — с 

помощью подхода Лагранжа (второй закон Ньютона). Это позволяет 

учитывать траекторию каждой частицы, ее взаимодействие с другими 

частицами и газовым потоком. Целью данной статьи является 

всесторонняя оценка последствий аэродинамических взаимодействий 

в потоках газ-твердое тело в рамках модели Эйлера-Лагранжа, 

опираясь на данные последних мировых исследований. В статье 

рассматриваются теоретические основы модели, различные 

механизмы взаимодействий, методы применение модели и ее 

практическое значение в промышленности. 
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Основы модели Эйлера-Лагранжа 

В модели Эйлера-Лагранжа физические свойства системы 

описываются с помощью двух различных подходов. 

Уравнения газовой фазы (Эйлер). Движение газовой фазы 

описывается уравнениями сохранения массы и импульса (уравнения 

Навье-Стокса) [4]. Такие величины, как скорость, давление, 

плотность и температура в каждой точке газа, рассматриваются как 

функции пространства и времени:  

 

 

 

Здесь: · 

• ρg - плотность газа, · 

• u - вектор скорости газа, · 

• p - давление, · 

• τ - тензор вязких напряжений, · 

• g - ускорение силы тяжести, · 

• SM - источниковый член, описывающий воздействие частиц на газ 

(перенос импульса). 

Уравнения частиц твердого тела (Лагранж). Движение 

каждой дискретной частицы (i-й частицы) рассчитывается в 

соответствии со вторым законом Ньютона как сумма всех сил, 

воздействующих на нее [5]:  
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Здесь: · 

• mp - масса частицы, · 

• vi - вектор скорости i-й частицы.  

В этом уравнении наиболее важной и сложной частью являются 

аэродинамические силы (Fi,аэродинамическая). Основные силы, 

воздействующие на одну частицу в модели Эйлера-Лагранжа, 

представлены на следующей схеме. 

 

 

 

Рис. 1. Схема аэродинамических сил, учитываемых в 

уравнении движения частицы. Здесь показаны сила драга 

(сопротивления), подъемная сила, силы виртуальной массы и Бассе, 

а также сила тяжести и сила Магнуса, возникающая в результате 
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вращения частицы, воздействующие на одну сферическую частицу со 

стороны газового потока. 

Подробное описание этих сил представлено в табл. 1. 

Таблица 1. Основные аэродинамические силы, воздействующие 

на частицу, и их описание 

Название силы Символ Основной механизм 

действия 

Основной 

параметр 

математической 

модели 

Сила 

сопротивления 

FD Основная движущая или 

тормозящая сила, 

возникающая из-за 

разницы относительных 

скоростей между газом и 

частицей. 

Коэффициент 

сопротивления, 

число Рейнольдса 

(Rземля) 

Подъемная 

сила 

FL Сила, возникающая из-за 

градиента скорости 

газового потока или 

вращения частицы 

(например, сила 

Магнуса, сила 

Саффмэна). 

Коэффициент 

подъемной силы, 

скорость вращения 

(ω) 

Сила 

виртуальной 

массы 

FVM Сила, затрачиваемая на 

ускорение газа вокруг 

частицы при ее 

ускорении. Эта сила 

важна, когда плотность 

газа близка к плотности 

частицы. 

Коэффициент 

виртуальной массы 

(CVM) 

Сила Бассе 

(историческая) 

FB Сила, связанная с 

развитием пограничного 

слоя на поверхности 

частицы из-за ее 

прошлого ускорения и 

"эффектом памяти". 

Интеграл Бассе, 

временной шаг 

Сила градиента 

давления 

Fp Сила, возникающая в 

результате 

неравномерного 

распределения давления 

вокруг частицы. 

Градиент давления 

(∇p) 

Последствия аэродинамических взаимодействий. 

Аэродинамические взаимодействия определяют динамику потоков 
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газ-твердое тело. Эти взаимодействия можно разделить на три 

основных типа [8]. 

Прямые взаимодействия (первый тип: газ -> частица). Это 

влияние газового потока на траекторию частиц. Сила сопротивления 

заставляет частицы двигаться вместе с газовым потоком. Маленькие 

и легкие частицы быстро воспринимают турбулентность газа и 

рассеиваются под ее воздействием (турбулентная диффузия). 

Крупные же частицы из-за своей инерции меньше реагируют на 

мелкомасштабные турбулентные структуры газа [9]. Подъемная сила 

заставляет частицы двигаться к стенкам трубы или отклоняться от 

оси потока в соответствии с механизмами вращения. 

Обратные взаимодействия (второй тип: частица -> газ). Это 

влияние частиц на газовый поток и его турбулентность. В модели 

Эйлера-Лагранжа это учитывается через источниковый член SM (учет 

силы сопротивления). Когда частицы входят в поток, они поглощают 

часть энергии газа через силу сопротивления, что может привести к 

затуханию турбулентности газа. Однако, если частицы крупные и их 

концентрация высока, "следы" за частицами и взаимодействие между 

ними дезорганизуют газовый поток, то есть усиливают 

турбулентность [10]. Это явление называется "Модуляция 

турбулентности", и его последствия показаны на следующем графике. 
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График 1. Влияние коэффициента загрузки частиц (ϕ) на 

интенсивность турбулентности газовой фазы (ΔI/I0).  

На графике показано, согласно результатам симуляции Эйлера-

Лагранжа, что мелкие частицы (синяя линия) ослабляют 

турбулентность, а крупные частицы (красная линия) усиливают ее. 

Этот эффект усиливается с увеличением коэффициента загрузки [11]. 

Взаимодействия четвертого типа (частица <-> частица). 

Это столкновения частиц друг с другом и их взаимное 

аэродинамическое влияние. В модели Эйлера-Лагранжа при высокой 

концентрации частиц (αp>10−4) столкновения могут полностью 

изменить динамику потока [12]. Для этого метод дискретных 

элементов или модель случайных столкновений объединяются с 

моделью Эйлера-Лагранжа. Столкновения увеличивают дисперсию 

частиц и делают их распределение вдоль потока неравномерным. 

Также крупные частицы могут "собираться", образуя кластеры, что 

увеличивает их эффективную инерцию.  

Методы исследования. Для использования модели Эйлера-

Лагранжа требуются современные программы численного 

моделирования (такие как Ansys Fluent, OpenFOAM, MFiX) и мощная 

компьютерная техника. Процесс моделирования состоит из 

нескольких этапов: 
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Рис. 2. Экспериментальные апробации (валидации) 

модели Эйлера-Лагранжа. (а) Цветной контур профиля 

концентрации частиц в вертикальной трубе, полученный с помощью 

численной симуляции. (б) Фотография велосиметрии изображений 

частиц, полученная в ходе эксперимента при тех же условиях. Снизу 

показано сравнение симуляции (Эйлер-Лагранж) и 

экспериментальных данных по профилю концентрации частиц. 

Соответствие на графике показывает точность модели [14].  

1. Создание геометрии потока и расчетной сетки. 

2. Определение физических свойств частиц и газа (плотность, 

распределение по размерам, вязкость). 

3. Выбор моделей аэродинамических сил (сопротивления), подъемной, 

столкновений). 

4. Установка граничных условий. 

5. Выполнение численных расчетов. 
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6. Визуализация и анализ результатов [13]. Для обеспечения 

надежности  

результатов исследования апробация (применение) модели 

является наиболее важным этапом. В проведенных исследованиях 

для апробации модели Эйлера-Лагранжа используются следующие 

методы. 

Процесс велосиметрии изображений частиц позволяет оценить, 

насколько правильно модель отражает различные аэродинамические 

силы и взаимодействия [15]. 

 

Заключение 

 

В данной статье на основе существующих результатов 

исследований проанализированы роль и значение модели Эйлера-

Лагранжа в оценке сложных аэродинамических взаимодействий в 

системах двухфазных потоков газ-твердое тело. Показано, что подход 

Эйлера-Лагранжа является мощным инструментом, позволяющим 

определять траекторию движения каждой частицы, ее 

взаимодействие с газовым потоком, другими частицами и стенками с 

помощью численных методов. Приведенные в тексте таблицы, схемы 

и графики помогли визуализировать сложные механизмы 

аэродинамических сил, таких как сопротивление, подъемная, 

воздействующих на частицы, а также влияние частиц на 

турбулентность газовой фазы. Ослабление турбулентности мелкими 

частицами и ее усиление крупными частицами, а также образование 

кластеров частиц входят в число важных явлений, выявленных с 

помощью симуляции Эйлера-Лагранжа.  
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Процесс апробации (применение) модели показал хорошее 

соответствие численных результатов экспериментальным данным, 

что подтверждает надежность модели Эйлера-Лагранжа как 

инструмента для оптимизации промышленных процессов и решения 

экологических проблем. Будущие исследования, вероятно, будут 

направлены на повышение точности моделирования взаимодействий 

четвертого типа для потоков с более высокой концентрацией частиц. 
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